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Prof. Kwangkeun Yi
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Problem 1 �¹���K�$3כ“ 7£x"î
”

��A�ü< °ú �Ér ���Ãº�� e����H &ñ
Ãºd�� ���#Q\�¦ Òqty�����.

E → n (n ∈ Z)

| x ���Ãº

| E + E

| - E

| let x E1 E2 t�%i� ���Ãº

| if E1 E2 E3

_�p��<ÊÃº V��H ��A�ü< °ú �Ér /BNçß�\�"f

V ∈ Exp → 2Env → 2Z

Σ ∈ 2Env

σ ∈ Env = Var
fin

→ Z
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�̧wn�d��Ü¼�Ð &ñ
_��)a��:

V n Σ = {n}

V x Σ = {σ x | σ ∈ Σ}

V E1 + E2 Σ = {z1 + z2 | zi ∈ V Ei Σ}

V - E Σ = {−z | z ∈ V E Σ}

V let x E1 E2 Σ = V E2 {σ{x 7→ v} | σ ∈ Σ, v ∈ V E1 Σ}

V if E1 E2 E3 Σ = V E2 (B E1 Σ) ∪ V E3 (¬B E1 Σ)

B E Σ = ∪{Σ′ | V E Σ′ 63 0,Σ′ ⊆ Σ}

¬B E Σ = ∪{Σ′ | V E Σ′ = {0},Σ′ ⊆ Σ}

_�p�/BNçß� 2S��H |9�½+Ë S_� ÂÒì�r|9�½+Ë[þt_� |9�½+Ës��¦ ⊆s� v��� CPOs���.

a(����¹כ _�p��<ÊÃº V̂��H ��6£§_� /BNçß�\�"f

V̂ ∈ Exp → ˆEnv → Ẑ

&ñ
_�÷&�¦, _�p�/BNçß� ��s�_� °ú��Ð�� ������

2Env → 2Z
−→←−α

γ
ˆEnv → Ẑ

�Ér y�� ÂÒ¾¡§_� °ú��Ð�� ������

2Env

−→←−
α1

γ1 ˆEnv ü< 2Z

−→←−
α2

γ2

Ẑ

\�¦ ��t��¦ îß�����>� &ñ
_�|̈c Ãº e����. ���¹כ _�p��<ÊÃº_� �̧wn�d�� &ñ
_���H ��6£§õ�

°ú ��:

V̂ n Σ̂ = α2 {n}

V̂ E1 + E2 Σ̂ = α2{v1 + v2 | v1 ∈ γ2(V̂ E1 Σ̂), v2 ∈ γ2(V̂ E2 Σ̂)}

V̂ - E Σ̂ = α2{−v | v ∈ γ2(V̂ E Σ̂)}

V̂ let x E1 E2 Σ̂ = V̂ E2 (α1{σ{x 7→ v} | σ ∈ γ1(Σ̂), v ∈ γ2(V̂ E1 Σ̂)})

V̂ if E1 E2 E3 Σ̂ = V̂ E2 (α2(B E1 (γ1Σ̂))) t V̂ E3 (α2(¬B E1 (γ1Σ̂)))

0A_� ��ÊÃº>����¹כ �̀¦���Ér t�\�¦ SX�������. 7£¤, �̧��H &ñ
Ãºd�� E\� @/K�"f

α(V E) v V̂ E

���t�\�¦ 7£x"î
���. 2
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Problem 2 0A_� ���¹כ _�p��<ÊÃº\�¦ ��6£§õ� °ú s� &ñ
_�Ùþ¡�̀¦ M:�̧ �̀¦���Ér t�\�¦ 7£x

"î
���.

V̂ n Σ̂ = α2 {n}

V̂ E1 + E2 Σ̂ = (V̂ E1 Σ̂)+̂(V̂ E2 Σ̂)

V̂ - E Σ̂ = −̂(V̂ E Σ̂)

V̂ let x E1 E2 Σ̂ = V̂ E2 (Σ̂{x ˆ7→ V̂ E1 Σ̂})

V̂ if E1 E2 E3 Σ̂ = (V̂ E2 Σ̂) t (V̂ E3 Σ̂)

#�l�"f

+̂ ∈ Ẑ× Ẑ→ Ẑ

−̂ ∈ Ẑ→ Ẑ

·{x ˆ7→ ·} ∈ ˆEnv × Ẑ→ ˆEnv (8̈��â
 ����â
)

�Ér z�́]j +, −, ·{x 7→ ·}�̀¦ îß�����>� ¹���ô�Çכ �<ÊÃº[þts���.

Problem 3 ��6£§_� |9�ë�H\� \V/��m��̧�Ð ²ú���¦, Õª s�Ä»\�¦ "fÕüt���.

• A,B��H |9�½+Ës���. Õª�Q��� ��6£§ ¿º CPO��s�\� °ú��Ð�� ������s� ��0px���:

2A
fin
→B → 2B

−→←−
α?

γ?

(A
fin

→ 2B)→ 2B

• A,B��H |9�½+Ës��¦ 2Bü< B̂��s���H °ú��Ð�� ������÷&#Q e����. Õª�Q��� ��6£§ ¿º

CPO��s�\� °ú��Ð�� ������s� ��0px���:

2A
fin
→2

B

→ 2B
−→←−
α?

γ?

(A
fin

→ B̂)→ B̂

• A��H |9�½+Ës��¦ Aω��H U�́s��� Áºô�Ç ½+É Ãº�̧ e����H A"é¶�è[þt_� o�Û¼àÔ[þt_� |9�

½+Ës���. 2Aü< Â��s���H°ú��Ð��������÷&#Qe����. Õª�Q�����6£§¿º CPO��s�

\� °ú��Ð�� ������s� ��0px���:

2Aω

−→←−
α?

γ?

Â

• A��H |9�½+Ës��¦ Aω��H U�́s��� Áºô�Ç ½+É Ãº�̧ e����H A"é¶�è[þt_� o�Û¼àÔ[þt_� |9�

½+Ës���. 2Aü< Â��s���H°ú��Ð��������÷&#Qe����. A_�y��"é¶�è\�¦Ä»ô�Çô�Ç���

��oÛ¼|9�½+Ë I_�ô�Ç"é¶�è�Ðë�B#QÅÒ��H�<ÊÃº���>rF�ô�Ç��. s�M:��6£§¿º CPO��

s�\� °ú��Ð�� ������s� ��0px���:

2Aω

−→←−
α?

γ?

I → Â
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• ��6£§_� &ñ
Ãºd�� áÔ�ÐÕªA�bç
 ���#Q\�¦ ���¿	Ü¼�Ð ���H ì�r$3�l�\�¦ &ñ
_���9�¦

ô�Ç��.

e ::= n (n ∈ Z)

| e +-

| e mod e

e mod 0 ��H e_� °úכõ� �©��'a\O�s� e��_�_� �ª�Ãº��÷&�¦, n+-��H n + 1õ� n− 1×�æ

\�"f e��_��Ð ���×þ��)a��.

¦BNçß��̀/���¹כ ëß�×¼��H °ú��Ð�� ������

2Z

−→←−α

γ
{⊥, 0, > 0, < 0,>}

�̀¦

α∅ = ⊥

α{0} = 0

αX = > 0 if ∀x ∈ X : x > 0

αX = < 0 if ∀x ∈ X : x < 0

αX = > otherwise

�Ð ��¦ îß����ô�Ç +̂-�̀¦ ���©� &ñ
SX��>� &ñ
_�K�"f

⊥ +̂- = ⊥

v +̂- = >

�Ð Ùþ¡��. �̀��Ér��?

• ¢̧, 0A_� BNçß�\�"f/���¹כ îß����ô�Ç ˆmod\�¦ ���©� &ñ
SX��>� &ñ
_����� ��A�ü< °ú 

��:

⊥ ˆmod ? = ⊥

else ? ˆmod⊥ = ⊥

else ? ˆmod 0 = > 0

else 0 ˆmod ? = 0

else ? ˆmod ? = >

�̀��Ér��?
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